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Fenix

Druzyna: Jan Turczynowicz, Jakub Kaszowski, Maria Zelewska, Mikotaj Czarnecki

Streszczenie
Zbadano dynamike i stabilno$ci wiezy skonstruowanej z jednakowych cylindrycznych dyskéw
utozonych jeden na drugim w sytuacji gdy najnizszy z nich jest szybko wysunigty spod reszty wiezy.
Przedstawiono jakoSciowy opis zjawiska oraz model teoretyczny oparty o zasady dynamiki bryly
sztywnej, ktory pozwolit okresli¢ minimalng predkos¢ wysuwania dolnego dysku potrzebng do
zachowania stabilnosci reszty wiezy. Przewidywania teoretyczne zostaly poréwnane z wartosciami
otrzymanymi w do$wiadczeniach.

1. Wstep

Wieza zbudowana z lezacych na sobie identycznych dyskow jest bryla, ktorej stosunek wysokosci do
szeroko$ci podstawy jest zazwyczaj duzy (dla liczby klockow n = 7 jest to ok. 2:1). W takiej sytuacji
potozenie srodka masy jest znacznie oddalone od powierzchni podstawy wiezy. Obrét takiej bryly o
maty kat (ok. 30° dlan = 7) moze przesuna¢ rzut srodka masy na powierzchni¢ podstawy poza
podstawe wiezy, co bedzie skutkowac przewroceniem sie catej lub czesci bryty.

Jesli dolny klocek (baza) jest wysuwany powoli to zostanie zerwane tarcie statyczne z
podtozem, ale cata wieza bedzie porusza¢ si¢ jako jedna calo$¢. Jesli jednak baza jest wysuwana
szybko, tak Ze nastgpuje zerwanie tarcia statycznego mi¢dzy bazg a resztg wiezy, mozna go wysunac
spod wiezy. Dodatkowo jesli taki klocek jest wysuwany dostatecznie szybko (np. 0.4 m/s) i czas
dzialania sity tarcia na resztg wiezy jest maly (np.0.04s) wysuniecie bazy nie spowoduje
przewrdcenia si¢ reszty wiezy — czyli po upadnigciu na podtoze wieza zachowa stabilnos¢.

Zbadanie jak szybko nalezy wysuna¢ baze aby nie przewrocic¢ stojacej na nim wiezy oraz jak
ta predkosc zalezy od istotnych parametrow uktadu byto gtownym przedmiotem badan opisanych w
ponizszej pracy.

2. Opis jakoS$ciowy
Gdy baza jest wysuwana z pod reszty wiezy, dziata migdzy nimi sifa tarcia kinetycznego. Sila ta dziala
do momentu catkowitego wysunigcia bazy i utraty jej kontaktu z resztg wiezy. Jej dziatanie powoduje
zmiang catkowitego pedu i momentu pedu wiezy. W ten sposdb wieza uzyskuje predkosc postepowa i
katowa. Po usunigciu bazy wieza opada swobodnie, nastepuje zderzenie z podtozem i po dyssypacji
energii kinetycznej uktadu moze ona zachowac stabilno$¢ (dyski sktadajace si¢ na wiez¢ nadal stoja
jeden na drugim) lub utraci¢ stabilno$¢

(jedne lub wiecej dyskow, nie liczac wieza

najnizszego dysku, spadnie na mn-1)ou,
plaszczyzne podstawy). X" mn gu
Jednym z czynnikow 2 -
wplywajacych na stabilno$¢ wierzy jest v
jej dynamika podczas wysuwania bazy. baza -

W tej fazie tarcie statyczne miedzy

najnizszym dyskiem wiezy (podstawa, / / / / / / / / / / / / / /
oz'ne'lczonq pI‘ZC.Z X na 'RyS. 1) a reszta Rys. 1. Sily dziatajace na podstawe wiezy
wiezy utrzymuje ja w jednym kawatku.

Gdy warunek tarcia statycznego nie jest
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juz spelniony, wieza nie moze by¢ traktowana jako pojedyncza bryla sztywna — podstawa wiezy
porusza si¢ wzgledem reszty i jest duzo bardziej prawdopodobne, ze ulegnie ona wywroceniu.

Na Rys. 1 przedstawiono sity tarcia dzialajace na podstawe wiezy. Przyjeto, ze wystepuje
poslizg miedzy podstawa a bazg i tarcie statyczne miedzy podstawa a pozostala cze$cig wiezy.
Roéwnanie Newtona dla ruchu srodkow mas podstawy i reszty wiezy w osi poziomej, w przypadku gdy
wystepuje tarcie statyczne przyjmuje postac:

mix = mgnu, —T
mn—1)y=T

gdzie: x, y — potozenie $§rodka masy odpowiednio podstawy i reszty wiezy, T — sila tarcia statycznego
miedzy wieza a podstawa, u;, — wspodtczynnik tarcia kinetycznego migdzy podstawa a baza, n — ilo$cia
dyskéw w wiezy, m — masa cylindra, a g — przyspieszenie ziemskie. Aby zachodzil warunek tarcia
statycznego nie moze by¢ poslizgu miedzy podstawa a reszta
wiezy:

$=7
Rozwiazujac powyzsze rownania i wyznaczajgc tarcie statyczne
jako:

T =mg(n—1)us

otrzymujemy warunek na wystepowanie tarcia statycznego

miedzy podstawa, a resztg wiezy: —

 —— -
Hs = Hi Zdj. 1. Obroét wiezy wywolany
gdzie: u, — wspotczynnik tarcia statycznego. Warunek ten jest wysunieciem bazy

zawsze prawdziwy, gdyz dla uzytych przez nas materialow
maksymalny wspolczynnik tarcia statycznego jest zawsze
wigkszy od wspotczynnika tarcia kinetycznego. Wynika z tego,
ze wieze w trakcie wysuwania si¢ bazy mozna traktowac jako
spojna bryte sztywna.

Sita tarcia dziata na spod wiezy wywolujac jej ruch
obrotowy (Zdj. 1). Do momentu kolizji z podlozem wieza
porusza si¢ ruchem zblizonym do ruchu bryly sztywne;j,
konczacym si¢ kolizjg z ziemig. Po kolizji spodni klocek wiezy
nie przesuwa si¢ wzgledem ziemi, w takim razie, w

przyblizeniu, potozenie §rodka masy wiezy w momencie kolizji
z podtozem bedzie decydowalo o stabilnosci wiezy (pomijajac . - A
predkosci pozioma wiezy, ktéra jest mata). Dokladniejsza  zgj, 27. Rozsuniecie si¢ cylindrow
analiza nagran wideo pokazuje, ze po kolizji klocki obracaja si¢ po kontakcie z podtozem

tak zeby ich podstawy znowu byly poziomo — tak jak przed

rozpoczeciem eksperymentu (Zdj. 2).

3.Model teoretyczny

W celu dokonania iloSciowego opisu zjawiska rozwazono model teoretyczny oparty o zasady
dynamiki bryly sztywnej. Uklad zostat podzielony na baz¢ (cylinder znajdujacy si¢ najnizej) oraz
wiez¢ (pozostate cylindry) traktowang jako spojna bryle sztywna. Poniewaz baza i wieza znajdujg si¢
w kontakcie ze soba, oddziatujg one na siebie sitg reakcji i tarcia. Podobnie na baze¢ dziata sita reakcji i
tarcia od podtoza. Na oba ciata (baz¢ i wieze¢), dziala sila grawitacji przylozona w $rodku masy
obiektow. Przyjeto, ze masa pojedynczego cylindra jest rtowna m, jego wysoko$¢ wynosi h, a promien
wynosi r, wieza jest zbudowana z n cylindrow. WielkoS$ci opisujace parametry wiezy zostaty
przedstawione na Rys. 2.
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Wyznaczajgc dynamike uktadu uwzgledniono ruch postgpowy $rodka masy wiezy w pionie
oraz jej ruch obrotowy. Gdy baza zostanie usunigta w bardzo krotkim czasie, wieza zaczyna upadac na
podloze zgodnie z prawem cigzenia (ruch jednostajnie przyspieszony) oraz uzyskuje ona pewng
predkos¢ katowa wywotang dziataniem momentu sity tarcia dynamicznego miedzy wieza a baza. Jesli
baza jest usunig¢ta odpowiednio szybko to nadana wiezy pozioma d
predko$¢ liniowa jest mata w poréwnaniu z innymi wielko$ciami I
i mozna ja zaniedbac¢. Kat obrotu od pionu oraz potozenie $§rodka
masy wiezy mozna zatem opisa¢ przy pomocy rOwnan:

at) =wt

H,(t —h+H ! t2
o()_ 2 Zg O H

W pewnym momencie (tf) nastgpuje kolizja jednego z rogow

wierzy (A) z podtozem. Odlegto$¢ punktu A od podtoza (hy) ®
zmienia si¢ w czasie zgodnie ze wzorem:

hA(t)=h+§—%\/d2+Hzcoscos(wt—ﬁ) —%gt2 A
gdzie tan (B) = d/H. Dla uproszczenia przyj¢to, ze wieza ih
zachowa stabilno$¢ jesli w momencie kolizji z podlozem ~ ~ ~
potozenie $rodka masy (O) bedzie znajdowalo si¢ nad rzutem
podstawy wiezy na podltoze, innymi stowy kat obrotu wiezy w Rys. 2. poczatek ruchu bryly
momencie uderzenia rogu A o podloze jest mniejszy niz sztywnej
krytyczna wartos¢:

a(te) <B
Rownanie na hy(t) nie pozwala w prosty sposob wyznaczy¢
czasu (ty) po jakim nastgpi kolizja wiezy z podtozem. Mozna
jednak zauwazy¢, ze w sytuacji granicznej oddzielajacej sytuacje
stabilng od niestabilnej (tj. @ = B):

H 1 1
o=th)=h+———Jﬂ+4ﬂ—§g¢

2 2
WOWCZas:
2h+H —+d? + H?
tf = g
a predkos¢ katowa, dla ktorej po czasie t; zachodzi warunek S S
a = [ wynosi: Rys. 3. sytuacja graniczna

g d
e j2h++1—Vd2+1ﬂ<H)

Zmiana momentu pedu wiezy wskutek wysunigcia bazy spowodowana jest dziataniem momentu sity
tarcia miedzy baza a wiezg. Na podstawie dynamiki ruchu obrotowego bryly sztywnej mozna
wyznaczy¢ czas jaki trwa wysunigcie bazy spod wiezy:

21w
T HMgu
gdzie « jest to wspdtczynnik tarcia kinetycznego migdzy cylindrami, M jest catkowita masg wiezy.

t

Podstawiajgc krytyczna wartos¢ predkosci katowej do powyzszego rownania otrzymuje si¢:

- g 21 (d)
¢ |2h—VdZ+HZ+HHMgu\H
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Réwnanie to mozna przeksztatci¢ podstawiajac: [ = M(3d? + H?)/12, i H=nh; oraz
wprowadzajgc bezwymiarowe zmienne: y = d/horazt = t\/g/h :
1 (*+3y)/n)

6
'un\/2+n—‘/“r12+y2

Na podstawie powyzszej zalezno$ci mozna stwierdzi¢, ze maksymalny czas przez jaki podstawa moze
znajdowac¢ si¢ pod wieza podczas wysuwania, tak aby zachowaé jej stabilno$¢, jest odwrotnie

T, =

proporcjonalny do wspotczynnika tarcia migdzy klockami. Zaleznos¢ od pozostatych parametrow
(v, n) zostata przedstawiona na ponizszych wykresach (Rys 4).

w04 w -
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Rys. 4. Wykres warto$ci maksymalnego czasu przez jaki moze by¢ wysuwana baza spod wiezy dla
wartosci tarcia kinetycznego u = 0.1 i wysokosci cylindrow h = 5 mm, w funkcji liczby cylindrow, z
ktorych sktada sie wieza dla y = 2 (po lewej) oraz w funkcji parametru y (po prawej).

Dla wigkszej liczby cylindrow wiezy (n) aby zachowa¢ stabilno$¢ upadajacej wiezy nalezy szybciej
usuna¢ bazg. Maksymalny dopuszczalny czas usuwania bazy ro$nie wraz ze wzrostem stosunku

srednicy dyskoéw do ich wysokosci (y). Obserwacja ta zgadza sie to z intuicjg — tatwiej jest zachowaé
stabilno$¢ wiezy utworzonej z bardziej ptaskich dyskow.

4.Uklad pomiarowy

Zd;j. 3 Uktad dos§wiadczalny uzyty do analizy stabilnosci wiezy
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Uktad doswiadczalny sktadat si¢ z rowni pochytej z podziatka milimetrowa (1), po ktorej zsuwat si¢
200 gramowy obciaznik (2) potaczony sznurkiem z drewnianym dyskiem — bazg (3), stojacym na
ptaskiej powierzchni nad réwnig (4), na ktérym uktadano nastgpne dyski (5) tworzac wieze.

Pomiar przeprowadzono poprzez ustawienie odwaznika w wybranej odlegtosci (1) od miejsca,
w ktoérym sznurek taczacy ciezarek z baza zostaje catkowicie naciggniety. Cigzarek zostal zwolniony i
poruszat si¢ z przyspieszeniem a do momentu, w ktorym sznurek zostat catkowicie naciaggniety.
Wtedy baza zaczyna si¢ porusza¢ z predkoscig rowng predkosci ciezarka. Poniewaz masa bazy jest
znacznie mniejsza od masy cigzarka przyjeto, ze nie powoduje to istotnego spowolnienie cigzarka. W
dalszej cze$ci ruchu baza i cigzarek potaczone sznurkiem razem kontynuujg ruch z przyspieszeniem a.
Po przebyciu drogi d baza zostaje usunigta spod wiezy, a czas wysuwania bazy jest rowny:

t_\/Za(l+d)—\/2al

a
Wartos¢ przyspieszenia dla uzytego cigzarka i réwni wyznaczono w niezaleznym eksperymencie i

otrzymano warto$¢ a = (0.95 + 0.01) m/s?.

Cigzarek puszczano wielokrotnie, w kolejnych probach stopniowo zwigkszajac odlegtose . W
ten sposdb wyznaczono minimalng warto$¢ odlegtosci | potrzebng do stabilnego wyrwania bazy spod
wiezy. Pomiary powtorzono dla wiez sktadajacych si¢ zn € {2, ..., 14} cylindréw. Wyniki pordwnano
z przewidywaniami teoretycznymi, uzywajac wzor na czas krytyczny (t.) i wyznaczajac krytyczna
warto$¢ odlegtosci | na podstawie powyzszego wzoru. Pordwnanie przewidywan teoretycznych i
danych doswiadczalnych zamieszczono na ponizszym wykresie.
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Rys 5. Pomiary minimalnej odlegtosci | potrzebnej do usunigcia bazy zachowujgc stabilno$¢ wiezy
(wykres punktowy) oraz zalezno$¢ teoretyczna (linia ciggla). Pionowe pomaranczowe kreski oraz
bezowy obszar wyznaczaja zakres parametrow dla ktoérych wieza bedzie niestabilna (odpowiednio
uzyskany doswiadczalnie i teoretycznie).

Warto$ci przewidziane przez model teoretyczny sa zblizone do faktycznych wartosci otrzymanych w
doswiadczeniu dla przypadku wiezy ztozonej z dwoch i trzech cylindroéw. W pozostatych przypadkach
model teoretyczny zaklada wigkszy zakres drogi powodujacej wywrocenie sie¢ wiezy niz jej
obserwowana w rzeczywisto$ci. Aby zrozumie¢ rdznic¢ miedzy zaproponowanym modelem
teoretycznym mozna wyrozni¢ trzy sytuacje:
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e Obszar A: wyniki doswiadczen zgadzaja si¢ z modelem teoretycznym. Kat miedzy podstawg
wiezy a podtozem jest duzy, wigc Srodek masy jest mocno wysuniety poza podstawe i wieza na
pewno si¢ przewrdci (cf Rys 5)

e Obszar C: teoria rowniez zgadza si¢ z doswiadczeniami. Tutaj kat migdzy podstawa a podtozem

jest maly a $rodek masy wiezy lezy gleboko w granicy podstawy wiec wieza si¢ ustabilizuje (cf
Rys 6).

e Obszar B Model teoretyczny przewiduje ze wieza si¢ wywroci jednak z doswiadczenia wskazuja
na stabilizacje w tym obszarze. Sg to momenty graniczne pomijane przez teori¢ ze wzgledu na jej
puproszczenia (cf Rys. 7).

==

/////////////////////////// //// /

Rys. 5. wieza sie  Rys. 6. wieza sie ys. 7.Moment  Rys 8 Rzeczywiste mniejsze
ustabilizuje ustabilizuje gra}nlc_zny, teor'a ) rozsunigcie sie dyskow
pr‘zew.ld.uje WYWIOCENIC wynikajace z posiadanej przez
si¢ wiezy, ktora obroci  ~ pie predkosci uzyskanej

si¢ 0 znikomy kat w podczas opadania
lewo

Tworzac model teoretyczny pominigto przesuwanie si¢ Srodkdw mas poszczegdlnych
cylindréw co przy wartosciach granicznych moze mie¢ wplyw na stabilizacje wiezy. Najwickszy
wpltyw na zmiane potozenia srodkéw mas wzgledem siebie ma predkos¢ nabyta podczas opadania
ktéra posiadaja poszczegdlne cylindry, ktéra moze przy wiezy o duzym stosunku wysokosci do
srednicy 1 przy wartoSciach granicznych, powodowac przesunigcie do siebie $rodkéw masy
poszczegdlnych dyskéw zmniejszajac podatnos¢ wiezy na wywrocenie si¢ wiezy (Rys. 8). W
przypadku niskich stosunkow wysokosci do $rednicy predkosé¢ bedzie mogta powodowaé zwiekszenie
podatnos$ci na wywrocenie

5.Podsumowanie

Zostata opisana dynamika wiezy wywotana szybkim wysunigciem bazy. Przedstawiony model
teoretyczny umozliwiajagcy wyznaczenie maksymalnego czasu wysuwania bazy zapewniajacego jej
stabilno$¢. Stworzono uktad doswiadczalny pozwalajacy zbada¢ zachowanie wiezy w zaleznosci od
waznych parametréw takich jak liczba klockow. Wyniki zostaly poréwnane z przewidywaniami
teoretycznymi a zaobserwowane roznice zostaly wyjasnione jakosciowo.
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